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(Решение)

Големите ограничения на задачата (N до 1,000,000,000,000) биха могли да притеснят състезателите. На пръв поглед задачата изглежда доста тежка – пръво броят на числа на Фибоначи е голям, второ за всяко число трябва да се проверява дали то е просто и трето – дървото, което се получава при пълно изчерпване е огромно. Или поне на пръв поглед е така.

Да разгледаме всъщност колко числа на Фибоначи имаме под 1012. Тъй като те нарастват почти двойно на всяка стъпка, то бихме очаквали този брой да е log(1012) * C, за някоя положителна константа С. И наистина – броят числа на Фибоначи, които се събират в доста по-широката граница до 1018 е под 100.
Наистина, за всяко число трябва да проверим дали самото то е просто – като за това можем да ползваме сравнително бързият алгоритъм, който проверява за делители всички числа до корен от N. Тази част няма как да я оптимизираме (тоест има, но по твърде сложен начин). За сега нека я оставим така. Ако намерим начин да си отрежем повечето клони на дървото тя няма да ни е нужна.

Стигаме и до третата част – огромното дърво, което се получава при делене на различни числа на Фибоначи. Което можем да забележим е, че неговата височина ще е не повече от log(N), тъй като на всяка стъпка делим текущото число ПОНЕ на 2. Това обаче е приблизително 34 в най-лошия случай, което е достатъчно много да ни попречи. Ако пускаме наивната рекурсия сме обречени на неуспех – тя би хванала едва 5 от 20 примера (тоест 25 точки). Какво можем да направим за да ускорим решението? Очевидно не съществува алчен алгоритъм, който да ни казва на какво да делим. Ако пък делим само на 2 ще получаваме отговор близък, но рядко верен до истинския. Ограниченията са огромни за динамично оптимиране. Изглежда, че сме в задънена улица.
Дали това всъщност е така? Можем да направим наблюдението, че в най-лошия случай първите няколко стойности на дървото са {1000000000000, 500000000000, 333333333333, 250000000000, 200000000000, 166666666666, 125000000000, …}. Забелязваме, че числата намаляват изключително бързо – тоест най-големите числа са там, където дървото има много малко върхове (при корена). По-важното в случая е обратното – там, където дървото има най-много върхове (при листата) числата са малки. Всъщност почти всички върхове в дървото са по-малки от 100,000,000. Така можем да си заделим един масив от тип char със 100,000,000 елемента (което е 100 мегабайта) и да си запомняме отговорите само за тях. Така ще отрежем огромна част от върховете на дървото – по-скоро ще ги изчисляваме само по веднъж, вместо много пъти. Така правим динамично оптимиране само по част от числата. Това е и решението, което се очаква състезателите да напишат.
За тези от тях, които познават стандартната библиотека STL имаше дори по-лесно решение. Те можеха просто да запомнят отговорите в един map <int, int> и така да си мемоизират стейта. Тъй като дървото има адски много върхове, но малка част от тях са различни, динамичното оптимиране върши страхотна работа за тази задача. В случая това, че няма особено много различни числа ни помага map-ът да не се разраства много. По-интересното беше, че с map задачата върви дори по-бързо (което не беше очаквано от мен). Този факт доведе и до това задачата да бъде дадена в C група, а не в B, както беше планирано първоначално.
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